Materinaty dydaktyczne — instrukcja do ¢wiczen — do przedmiotu
Algorytmy analizy danych geodezyjnych

1. Analiza harmoniczna — transformacja Fouriera

1.1. Zadanie do wykonania

Nalezy przeprowadzi¢ analize widmowsa (zwana tez analiza harmoniczng) dla
danych grawimetrycznych z Jozefostawia — grawimetr sprezynowy LCR ET26. Prosze
podaé czestotliwosci wyrdznionych fal ptywowych i ich amplitudy. Prosze rowniez wykonaé
wykres widma z odpowiednio opisanymi osiami i wartosciami.

1.2. Kroétkie podsumowanie tresci wyktadowych

Analiza widmowa pozwala znalez¢ sktadowe harmoniczne (szereg sinusoid, ich ampli-
tudy i czestotliwosci) w analizowanym sygnale. Jest to nadzwyczaj uzyteczna technika,
nie tylko w ptywach lecz w calej geodezji jak i w innych dziedzinach nauki i zZycia.
Transformacja i odwrotna transformacja Fouriera pozwalaja na zmiane sygnatu z dziedziny
czasu na dziedzing czestotliwosci i odwrotnie.

Stosujemy analize harmoniczng do ciagtych stacjonarnych pomiaréw grawimetrycznych
jako przyktad jej zastosowania. Zjawisko, ktére opracowujemy jest szczegdlnie dobrym
przyktadem dydaktycznym, jako ze pltywy ziemskie to zlozenie wielu (wielu tysiecy)
sygnalow okresowych, z ktérych kazda nazywa sie falg ptywowa. Wsrdd tych wszystkich
fal ptywowych kilkanascie jest dominujacych i te wtasnie czestotliwosci i amplitudy w tym
zadaniu wyznaczamy.

Fragment danych przedstawiony jest ponizej — dane sa podane w formacie yyyy mm
dd hh mm ss g, co oznacza odpowiednio rok, miesiac, dzien, godzineg, minute i sekunde

oraz wartoéé przyspieszenia sily ciezkoéci w nms=2.

2007 1 2 16 0 O —1059.343
2007 1 2 17 O O —1374.666
2007 1 2 18 0 O —1783.991
2007 1 2 19 0 O —2227.802

Zalaczone dane sg wolne od ,,dziur”. W przypadku szybkiej transformacji Fouriera
nierownomiernos¢ probkowania sygnatu jest duzym problemem, nie mozna stosowac tych
algorytmow dla nieréwnomiernie probkowanych danych. Z danych nalezy wybraé¢ swoj
podzbidr okreslony datami indywidualnie wedtug wskazania prowadzacego projekt.

Do obliczenn mozna wykorzystaé¢ istniejace oprogramowanie. Sposréod bardzo wielu
mozliwosci mozna, wykorzysta¢ Matlaba lub jego odpowiednik Octave’a.

Ponizej podaje przyktadowy skrypt rozwiazujacy czes¢ zadania w Octave’ie (linie
komentarza zaczynaja sie od znaku %).

’% Wecezytanie danych z pliku do macierzy A
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A = load ("./zestawy/dane0.dat");

% Ile pozycji jest w danych
L=length (A);

% Wykorzystanie wbudowanej funkcji fft. Szybka transformata fouriera
% wymaga, zeby liczba danych byla potega dwojki, dlatego

% wykorzystujemy funkcje ’‘nextpow2’

% (patrz wyjasnienia w instrukcji Matlaba/Octave 'a).

FFT=fft (A(:,7), 2 nextpow2(L))/L;

% Czestotliwosc i amplituda
freq = 1/2 * linspace(0,1,2 nextpow2(L)/2 + 1)7;
ampl = 2 x abs(FFT(1:(2 nextpow2(L)/2 + 1)));

% Mielismy dane godzinme a wyniki chcemy w cpd
freq = freq *x 24;

% I zapis pliku wynikowego
fid = fopen(’wyniki.dat’,'w’);
for i=1:length(freq)
fprintf(fid ,"%10.3f %10.3f\n", freq(i),ampl(i))
end

Tak naprawde wtasciwie kazdy jezyk programowania majacy zastosowanie w nauce, ma
wbudowang funkcje, lub specjalne biblioteki do obliczania transformacji Fouriera. Mozna
tu wymieni¢ np. biblioteke numpy. Nawet w Excelu jest to mozliwe do zrobienia.

Mozna tez wykorzysta¢ program dedykowany do nieprecyzyjnych opracowan obserwa-
cji grawimetrycznych — Tsoftﬂ Latwe w uzyciu oprogramowanie do analizy szeregow
czasowych. Obszerna dokumentacja i pliki pomocy, a takze graficzny interfejs uzytkownika
pozwalaja na tatwe rozwigzanie problemu.

Na rysunku |3 przedstawione jest schematyczne (ale uwaga dalekie od kompletnosci)
rozwiazanie. Dysponujac danymi grawimetrycznymi (pokazanymi po lewej stronie rysunku)
w dziedzinie czasu, mozemy po przejsciu do dziedziny czestotliwo$ci wyznaczy¢ czesto-
tliwosci i amplitudy gtéwnych sygnatéw sktadajacych sie na nasze dane. W érodku i po
prawej stronie rysunku [3| znajduja sie wybrane fragmenty uzyskanego widma. Jest to
odpowiednio pasmo dobowe i pétdobowe (uwaga na nieciagtosé, pomiedzy tymi rysunkami).
Celowo nie jest pokazane cale widmo, gdyz w pozostatych zakresach czestotliwosci nie
znajdziemy wielu szczegotow. Réwniez ze wzgledu na dryft musimy odrzucié¢ wszystkie
wartosci dla czestotliwosei ponizej 0.7 cpd (cykli na dobe) i ograniczy¢ sie do wyznaczania
sygnatéw w zakresie fal dobowych i pétdobowych. Przy starannym opracowaniu mozna
takze zauwazy¢ jeden maty pik w okolicy czestotliwosci 3 cpd.

Warto w tej instrukcji réwniez przypomnie¢ o ograniczeniu w wyznaczaniu wysokich
czestotliwosci do podwdjnej wartosci czestotliwosci prébkowania. Jest to zwigzane z pro-

! http://seismologie.oma.be/TSOFT/tsoft.html
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Rysunek 1. Schematyczny wynik analizy widmowej (opis w tekscie)

Rysunek 2. Aliasing (wyjasnienia w tekscie)

blemem aliasingu, ktéry zostal przedstawiony na rysunku [dl Mozna znalezé¢ wiele sygnatow
o wysokich czestotliwo$ciach (powyzej czestotliwoéci Nyquista), ktore beda pasowaty
w dane pomiarowe.

Na rysunku [3| celowo nie ma opisu zadnej z osi (ani osi w ogdle), zeby nie sugerowac
gotowych odpowiedzi, ale prosze zwroci¢ na uwage, ze zmiany przyspieszenia moga siegaé
kilku tysiecy nms—2, a amplitudy najwiekszych fal to wartoéci rzedu setek nms=2.

Do sprawozdania wystarczy z pliku lub wykresu odczyta¢ czestotliwosci i amplitudy
gtéwnych pikéw w widmie (fal ptywowych). Mozna sie réwniez pokusi¢ o ich nazwanie na,
podstawie czgstotliwoéciﬂ Fragment takiego katalogu jest zamieszczony ponizej. Pierwsze
siedem wartosci to argumenty Doodsona (patrz wyklad), nastepnie czestotliwo$é (w stop-
niach na godzine) a pdzniej warto$é cosinusowa i sinusowa fali ptywowej. W ostatniej
kolumnie podane sg nazwy dla najwiekszych fal ptywowych.

2 0 0 0 0O 0 0O 0.00000000—8695028819. 0. MOS0
3 0 0 0 1 O O 0.00464181 0. —5631229.
3 0 0 0 1 1 0 0.00684822 0. —868055.
2 0 0 0 2 1 0 0.01149003 1177773. 0.

2 katalog potencjalu plywowego dostepny jest tutaj: http://www.eas.slu.edu/GGP/ETERNA34/
COMMDAT/HW95S.DAT
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2 0 0 1 0-1-1 0.03886027
2 0 0 1 0 0 -1 0.04106668
2 0 0 1 0 0 1 0.04107060
2 0 0 2 0 0 -2 0.08213336
2 0 0 2 0 0 0 0.08213728
2 0 0 3 0 0 -1 0.12320396

—1177773.
—136150588.
7066640.
—3179988.
—856594487.
—49937586.

0
0
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0.
0
0
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Na koniec zwracam uwage, ze czesto przy analizie harmonicznej wykorzystuje sic moc
widmowa. W przypadku naszych danych jednostka mocy widmowej byty by (nm/s*)?/Hz.
W przypadku widma amplitudowego mamy wprost amplitudy fal ptywowych — nms=2.

1.3. Dane do zadania

Na stronie internetowej www.grat.gik.pw.edu.pl/dydaktykal zataczone sa wszystkie

dane w postaci cyfrowej.


www.grat.gik.pw.edu.pl/dydaktyka
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2. Analiza harmoniczna — Metoda Najmniejszych Kwadratéw

2.1. Zadanie do wykonania

Nalezy znalez¢ amplitudy i fazy wybranych fal ptywowych metoda najmniejszych
kwadratow.

2.2. Informacje uzupelniajace

Zadanie to jest kontynuacjg zadania z rozdziatu [7, Pracujemy na tych samych danych.
W poprzednim projekcie nie uzyskaliSmy zadnej informacji o fazie fal ptywowych. Uzyskanie
informacji o fazie jest mozliwe z rozwigzania szybkiej transformacji Fouriera w dziedzinie
liczb zespolonych. Jednak doktadno$é¢ takiego rozwiazania w przypadku fazy moze by¢
mato doktadna. Problem z uzywaniem tylko widma amplitudowego w analizie harmonicznej
ilustruje rysunek | Pokazuje on, ze w przypadku dwéch catkowicie réznych sygnatéw (linie
pogrubione na obu wykresach), widmo amplitudowe o ktérym byta mowa w rozdziale
bedzie takie samo. Oba te sygnaly sa ztozeniem dwoch prostych sinusoid zaznaczonych
jako linia cienka i linia przerywana. W poprzednim rozwigzaniu dostalibySmy doktadnie
takie same amplitudy i czestotliwosci obu sygnatéw. Wynika to z tego, ze amplitydy
i czestotliwosci obu sktadowych w obu przypadkach sa takie same.

Zjawiska pltywowe sg dos$é¢ szczegodlne, poniewaz czestotliwosci fal ptywowych, jako
pochodne wielu czestotliwosci astronomicznych, sa bardzo doktadnie znane. Zamiast
wyznaczac¢ te czestotliwosci mozna je wzia¢ z katalogu potencjatu ptywowego. Z drugiej
strony czesto w przesunieciu fazowym zawarta jest istotna informacja geofizyczna i te fazy
chcemy zna¢ z duza doktadnoscia. W najbardziej precyzyjnych opracowaniach stosuje si¢
metode najmniejszych kwadratéw, ktéra tutaj w nieco uproszczonej wersji zastosujemy.

Rysunek 3. Problem z niejednoznacznoscia fazy
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Istota problemu jest utozenie odpowiedniego uktadu réwnan obserwacyjnych. Zapiszmy,
ze wypadkowy sygnal mozemy zapisa¢ jako ztozenie n fal ptywowych,

y(t) = Xn:Ai cos(wit + ¢;), (1)

i=1

gdzie A; to amplituda i-tej fali, w; to jej czesto$¢ kotowa, a ¢; to jej przesuniecie fazowe.
Zmienna y to wartos¢ sygnalu w czasie t. Problemem tych réwnan jest to, ze sg one
nieliniowe, jezeli naszymi niewiadomymi sg A; oraz ¢; (w; w tym przyktadzie jest dobrze
znana).

Mozemy przepisa¢ réwnanie jednej fali do postaci

A cos(wt + ¢) = cos(wt) - Acos(p) — sin(wt) - Asin(p) (2)

[ w calym zagadnieniu mozemy traktowaé jako dwie niewiadome A cos(y) oraz Asin(yp),
ktére sg w rownaniu [L1| w postaci liniowej. Na samym koncu mozna te wielkosci rozdzielié¢
i policzy¢ amplitude oraz faze wedtug wzorow

A= /(Acos())? + (Asin(p))?, (3)

Asin(p)
o= - 4
arctg Acos(p)’ (4)

i wyznaczy¢ pozadane wielkoéci dla kazdej fali ptywowej, ktére rozpatrujemy.

W zadaniu nalezy wybraé kilka najwiekszych fal ptywowych na podstawie wynikow
z rozdziatu

Wazna kwestiqﬂ w celu wiarygodnego wyznaczenia amplitud i faz jest uwzglednienie
dryftu i stalego przesuniecia wartosci.

Z tym problemem mozna sobie poradzi¢ albo poprzez filtracje i odciecie niskich czesto-
tliwosci z naszego sygnatu, albo poprze zamodelowanie dryftu jako wielomianu wyzszego
stopnia]

Ogdlne réwnanie obserwacyjne przyjmie teraz postac,

y(t) = Pt + > A;cos(wit + ¢;), (5)
i=0

i=1
, gdzie P; to niewiadome wspdtczynniki wielomianu.

3 prosze to numerycznie sprawdzié

4 ponowne sprawdzenie do jakiego stopnia wielomianu wpasowanie dryftu jest wystarczajace mozna
sprawdzi¢ testujac numerycznie rézne rozwiazania i sprawdzaé¢ sygnal resydualny i btedy wyznaczanych
parametréw
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Macierz ksztaltu w zagadnieniu wyréwnawczym przyjmie postac

1ty 2 ...t cos(wity) —sin(wity) ... cos(wpts) —sin(wytsy)
FE t2 ...t cos(witz) —sin(wity) ... cos(wpts) —sin(wyty) (6)
1t 2 ... 7 cos(wity) —sin(wity) ... cos(wpty) —sin(wyt)

gdzie t1, t5 az do t; to kolejne momenty czasu probkowania sygnatu. Ta metoda w przeci-
wienstwie to szybkiej transformacji Fouriera nie wymaga probkowania sygnalu w stalych
odstepach.

Liczba kolumn macierzy A jest rowna 1 + m + 2 - n czyli stopien wpasowywanego
wielomianu zwiekszony o jeden plus podwojona liczba uwzglednianych fal ptywowych.

Rozwiazanie to realizacja znanego z rachunku wyréwnawczego wzoru na estymacje
parametrow w metodzie najmniejszych kwadratow. Wektor wyrazow wolnych bedzie réwny
wektorowi obserwacji z przeciwnym znakiem.

Jako przyktad ztozonego pakietu Scidle przeznaczonego do opracowania obserwacji
ptywowych, zostanie przedstawiony pakiet eterna’] Nauczenie obstugi tego pakietu nie
jest gtowna trescia tych zajeé, wiec etap ten ograniczy sie¢ do krétkiej prezentacji przez
prowadzacego projekt.

2.3. Dane do zadania

Na stronie internetowej www.grat.gik.pw.edu.pl/dydaktykal zataczone sg wszystkie
dane w postaci cyfrowej.

5 http://wuw.eas.slu.edu/GGP/ETERNA34/
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3. Analiza harmoniczna — metoda Lomba-Scargla,
periodogramy i spektrogramy

3.1. Zadanie do wykonania

Przeprowadzié¢ analize widmowa metoda Lomba-Scargle dla danych grawimetrycznych
przedstawionych w rozdziatach [7] oraz [8] Z danych poprzednio uzywanych nalezy losowo
usunaé¢ 20% obserwacji, tak aby nasz sygnal nie byt réwnomiernie prébkowany.

Wyniki amplitud poréwnaé z wezesniejszymi wyznaczeniami (sekcje [71[8).

Utworzy¢ periodogram i spektrogram (z oknem o szerokosci jeden dzien) analizowanego
sygnatu.

3.2. Informacje uzupeiniajace

Metoda Lomba-Scargle jest wspélczesnie powszechnie stosowana do analizy widmowe;
sygnalow ze szczegdlnym zastosowaniem w astronomii i naukach o Ziemi. Jest to réwniez
metoda opierajaca sie na metodzie najmniejszych kwadratéw (patrz sekcja . Jest ona
znacznie bardziej wymagajaca jezeli chodzi zasoby sprzetowe i ztozonos¢ obliczeniowsa
w poréwnaniu z szybka transformacjg Fouriera, co stanowito dawniej przeszkode w jej
powszechnym wykorzystaniu w programach komputerowych. Obecne optymalizacje i rozwoj
infrastruktury informatycznej powoduja, ze metoda ta moze by¢ stosowana nawet do duzych
zbiorow danych. Jej najwieckszg zaleta jest to, ze dane nie musza by¢ probkowane w statych
odstepach czasu.

Zadanie wykonane zostanie w oparciu o dostepne rozwigzania. Na zajeciach pokazane
zostang mozliwosci Matalaba i biblioteke numpy. Zadaniem studenta bedzie samodzielne
wyznaczenie amplitud dla zadanych czestotliwosci na podstawie dostepnej dokumentacji.
Druga czescia zadania bedzie przygotowanie spektrogramu, réwniez w oparciu o gotowe
rozwigzania. Istotnym elementem zaje¢ projektowych jest interpretacja otrzymanych
wizualizacji.
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